LOCALIZZAZIONE DEGLI IMPIANTI
Algoritmo di Erlenkotter

DESCRIZIONE DEL PROBLEMA

Un’azienda possiede 5 piccoli impianti per la prmdoe di mattoni, che vengono spediti e venduti
in 6 citta. Per ogni impianto e per ogni citta éanla domanda di prodotto. A seguito di un calo
della domanda complessiva, la dirigenza si chieglen@n sia conveniente chiudere uno o piu
impianti e ri-pianificare la produzione degli imptaresidui e la rete di distribuzione. Sono noti i
costi mensili di spedizione (per tonnellata di mtd) da ciascun impianto a ciascuna citta di
destinazione, le domande per ogni citta di desitoma&zed i costi fissi mensili di ogni impianto

(indipendenti dalla quantita prodotta dall'impiantoportati in tabella:

Citta di destinazione Costi fissi
1 2 3 4 5 6 mensili
A | 1675 400 685 1630 1160 2800 1700(
B 1460 1940 970 100 495 1200 1350(
C 1925 2400 1425 500 950 80d 1500(
D
E

380 1355 543 1045 665 2321 1400(
922 1646 700 508 311 1797 1200(
Domanda 10 8 12 6 7 11

A s S e

Impianti di
produzione

Ad esempio, chiudere il primo impianto (A) compoetebe un risparmio di 7650/ mese. Se la
cittad 5 riceve tutta la merce richiesta dall'img@ie, questo comporta un costo di spedizione i 7
311 =2177% / mese.

Si vuole determinare il modo piu economico di proew distribuire i mattoni.

OBIETTIVO

1. Trovare un lower bound alla soluzione ottima utdimdo I'algoritmo di Erlenkotter.

2. Dopo aver attivato tutti gli impianti arrivati alleondizione di blocco, trovare un upper
bound alla soluzione ottima e calcolare I'erroresam@o associato a questa soluzione,
rispetto alla soluzione ottima del problema.

Costruzione del problema di Plant Location

Si tratta evidentemente di un problema con 6 dleBtimpianti. | costi di attivazione e di afferan
sono illustrati in tabella:

Impianti

A B C D E

16750| 14600| 19250| 3800 | 9220
3200 | 15520 19200| 10840| 13168
8220 | 11640 17100/ 6516 | 8400
9780 | 600 3000 6270 3048
8120 | 3465 | 6650, 4655 217]
30800| 13200| 8800 | 25531 19767

Clienti
OO DWIN|F

Costi 17000| 13500| 15000| 14000| 12000
fissi




Algoritmo di Erlenkotter

Si tratta evidentemente di un problema con 6 dleitimpianti. | costi di attivazione e di afferen
sono illustrati in tabella:

A B C D E
16750| 14600| 19250| 3800 | 9220
3200 | 15520| 19200/ 10840| 13168
8220 | 11640 17100| 6516 | 8400
9780 | 600 | 3000] 6270 3048
8120 | 3465| 6650 465% 2177
30800| 13200| 8800 | 25531 19767

| 17000] 13500| 15000| 14000| 12000

A guesto punto accostiamo alla tabella il vettoeela matricav delle variabili duali, e impostiamo

z = min=1,s{cj} peri=1,...,6 ew; = 0 peri=1,...,6j=1,...,5. Teniamo anche traccia della quantita
2w e dei valoricj < z (evidenziati in celeste).

A B C D E z A B C D E
16750| 14600[ 19250| 3800 | 9220 3800 0 0 0 0 0
3200 | 15520] 19200| 10840| 13168 3200 0 0 0 0 0
8220 | 11640 17100| 6516 | 8400 6516 0 0 0 0 0
9780 | 600 | 3000| 6270 3048 600 0 0 g b c
8120 | 3465| 6650 4659 2177 2177 0 0 0 0 0
30800| 13200| 8800 | 25531 19767 8800 0 0 0 0 0

| 17000| 13500 15000| 14000| 12000 Ywj=| 0 ] 0] 0] 0| 0|

A questo punto 'algoritmo procede iterativamerdteclando per ogni clienida quantita:
{i: ¢ =z}

dopodiché si incrementa il coefficiergeconk=argminl{j: Gj < z}|, cioe il cliente che presenta il
minimo numero di coefficientl < 7. Questo valorg & quindi incrementato di:

Azi=mir1{Ai:Ai=Cii -ZSe G >7 ;Ai=fi—2iwii Seﬁ.’,SZi}

In realta sara sufficiente calcolahe = min{c; - z : ; > z}|e verificare che questo incremento non
comporti una violazione dei vincoli; f 2w > 0. Se cio accade si considera come incremento
massimo ammissibile per il raggiungimento del valore di blocco, tale che Eiw; per qualche
impiantoj. Quandojf= >,w; 'impianto j si dice bloccato, come pure tutti i clientali chec; <z .

Nel nostro caso, al primo passo si ha:
argmin|{j: Gj < z}| =argmin{1; 1; 1; 1; 1; 1} %

Incrementiamo pertanto uno qualsiasi dei clientiad esempio poniam&=1 e quindi
incrementiama; di Az; = min{cj - z : G; > z}= 9220 - 3800= 5420.



Per comodita aggiungiamo una riga alla tabellagpétenziare ad ogni passo la quantjta Xiw;
che costituisce il massimo incremento consentita pg di quella colonna.

A B C D E z A B C D E
16750| 14600 19250 3800 | 9220 9220 0 0 0] 5420 0
3200 | 15520 19200| 10840| 13168 3200 0 0 0 0 0
8220 | 1164Q 17100| 6516 | 8400 6516 0 0 0 0 0
9780 | 600 | 3000| 6270 3043 600 0 0 q d

8120 | 3465| 6650 465§ 2177 2177 0 0 0 0 0
30800 13200| 8800 | 25531 19767 8800 0 0 0 0 0
17000| 13500| 15000 14000| 12000 Ywij=| 0 | 0 | 0 | 5420 O |
17000] 13500| 15000] 8580 | 12000 = f; - Tiw;;

Al secondo passo si ha:

argmin|{j: Gj < z}| =argmin{2; 1; 1; 1; 1; 1} k.
Incrementiamo pertanto uno qualsiasi dei clienfR,3,4,5,6}, ad esempio ponianic=2 e quindi
incrementiama, di Az, = min{cj - z : G; > z}= 10840 - 3200= 7640.

Incrementiamo pertantn di 7640, fino al valore 10840.

A B C D E z Al B| C D E
16750| 14600| 19250 3800 | 9220 9220 0 0 0| 5420 ©
3200 | 15520| 19200| 10840| 13168| | 10840 7640 0 0 0 0
8220 | 1164 17100| 6516 | 8400 6516 0 0 0 0 0
9780 | 600 | 3000| 6270 3048 60( 0 0 0 d (
8120 | 3465| 6650 465¢ 2177 2177 0 0 0 0 0
30800| 13200| 8800 | 25531 19767 8800 0 0 0 0 0
17000 13500] 15000| 14000 12000 Yw;j=|7640] 0 | 0 | 5420 O |
9360 | 13500 15000| 8580 | 12000 = f; - ¥;w;

Procedendo si ha:

argmin|{j: Gj < z}| =argmin{2; 2; 1; 1; 1; 1} k.
Incrementiamo pertanto uno qualsiasi dei clien{3,4,5,6}, ad esempio poniamk=3 e quindi
incrementiamas di Azz = min{cj - z : G; > z}= 8220 — 6516 = 1704.

Incrementiamo pertant di 1704, fino al valore 8220.

A B C D E z A B C D E
16750 14600 19250| 3800 | 9220 9220 0 0 0] 5420 ©
3200 | 15520 19200 10840| 13168 10840 7640 © 0 0 0
8220 | 11644 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0] 1704 ©
9780 | 600 | 3000| 6270 3048 60( 0 0 0 d (
8120 | 3465| 6650 465§ 2177 2177 0 0 0 0 0
30800| 13200| 8800 | 25531 19767 8800 0 0 0 0 0
17000| 13500| 15000| 14000| 12000 Yw;j=|7640] 0 | 0 | 7124 0|
9360 | 13500 15000| 6876 | 12000 = f; - >;w;




Procedendo si ha:
argmin|{j: Gj < z}| = argmin{2; 2; 2; 1; 1; 1} k.
Incrementiamo pertanto uno qualsiasi dei clien§4,5,6}, ad esempio poniamk&=4 e quindi
incrementiamay di Azy = min{cj; - z : G; > z}= 3000 — 600 = 2400.
Incrementiamo pertantn di 2400, fino al valore 3000.

A B C D E z A B C D E

16750| 14600| 19250| 3800 | 9220 9220 0 0 0| 5420 0O
3200 | 15520| 19200| 10840| 13168 10840 7640| O 0 0 0

8220 | 11640 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0] 1704 0
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3000 0] 2490 O d 0
8120 | 3465| 6650 465§ 2177 2177 0 0 0 0 0

30800| 13200| 8800 | 25531 19767 8800 0 0 0 0 0

17000| 13500| 15000( 14000| 12000 Yw;=| 7640 2400] 0 | 7124 0|
9360 | 11104 15000| 6876 [ 12000 = f; - Y;w;

Procedendo si ha:
k=argmin|{j: Cj < z}| = argmin{2; 2; 2; 2; 1, 1} *.
Incrementiamo pertanto uno qualsiasi dei clien{b,6}, ad esempio incrementianm di Azs =
min{Cj - z : G > z}= 3465 - 2177 = 1288.
Incrementiamo pertant di 1288, fino al valore 3465.

A B C D E z A B C D E
16750| 14600[ 19250| 3800 | 9220 9220 0 0 0] 5420 0
3200 | 15520] 19200| 10840| 13168 10840 7640 0 0 0 0
8220 | 11644 17100[ 6516 | 8400 8220 0 0 0] 1704 0
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3000 0 2400 q 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 2177 3465 0 0 0 0| 1288
30800] 13200] 8800 | 25531 19767 8800 0 0 0 0 0
17000| 13500| 15000| 14000| 12000 Yw;=| 7640 2400 0 | 7124 1288
9360 | 11104 15000| 6876 | 10712 = f; - Syw;

Procedendo si ha:

k =argmin|{j: Cj < z}| = argmin{2; 2; 2; 2; 2; 1} *=6.
Incrementiamo pertant di Azs = min{cj - z : g; > z}= 13200 - 8800 = 4400.
Incrementiamo pertantz di 4400, fino al valore 13200.

A B C D E z A B C D E
16750| 14600[ 19250| 3800 | 9220 9220 0 0 0] 5420 0
3200 | 15520| 19200| 10840| 13168 10840 7640 O 0 0 0
8220 | 11640 17100[ 6516 | 8400 8220 0 0 0] 1704 0
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3000 0 2400 q 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 2177 3465 0 0 0 0| 1288
30800] 13200] 8800 | 25531 19767 13200 0 0 | 4400] O 0
17000{ 13500( 15000| 14000| 12000 Yiw;=| 7640 2400] 4400 7124 1288
9360 | 11104 10600| 6876 | 10712 = f; - Sw;




Procedendo si ha:

k=argmin|{j: C; < z}| = argmin{2; 2; 2; 2; 2; 2} &
Incrementiamo ad esemmodi Az = min{cj - z : G; > z}= 14600 - 9220 = 5380.
Incrementiamo pertantzy di 5380, fino al valore 14600.

A B C D E z Al B| C D E

16750| 14600| 19250 3800 | 9220 14600 0 0 0 | 10809 5380

3200 | 15520| 19200 10840| 13168| | 10840 7640 0 0 0 0

8220 | 11644 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0] 1704 O
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3000 0| 2400 @ J 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 2177 3465 0 0 0 0| 1288
30800] 13200| 8800 | 25531 19767| | 13200 0 0 | 4400 o 0

17000 13500] 15000| 14000| 12000 Yiw; = | 7640 2400| 4400 125046668 |
9360 | 11100 10600| 1496 | 5332| = f, - >w;

Procedendo si ha:

k=argmin|{j: Cj < z}| = argmin{3; 2; 2; 2; 2; 2} «.
Incrementiamo ad esempgdi Az = min{cj - z : G; > z}= 13168 - 10840 = 2328.
Osserviamo pero che sulla colonna D il massima@mento consentito € solo 1496, incrementiamo
pertantozs di 1496, fino al valore 12336. A questo punto inpr3 clienti sono bloccati e non
pOSSOoNOo piu essere incrementati.

A B C D E z A B C D E
16750| 14600| 19250( 3800 | 9220 14600 0 0 0 | 10809 5380
3200 | 15520| 19200| 10840| 13168 12336 9136| O 0 | 1496 O
8220 | 1164Q 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0| 1704 O
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3000 0] 2400 @ 0 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 2177 3465 0 0 0 0| 1288
30800| 13200| 8800 | 25531 19767 13200 0 0 | 4400/ © 0
17000| 13500| 15000 14000| 12000 Sw; = | 9136 2400 4400 140006668 |
7864 | 11100 10600] 0 | 5332 =f; - Sw;
Procedendo si ha:

k= argmin|{j: ¢; < z}| =argming; -; - 2; 2; 2} =k.
Incrementiamo ad esemmpdi Az = min{cj - z : G; > z}= 3048 - 3000 = 48.

A B C D E z A B C D E
16750| 14600| 19250( 3800 | 9220 14600 0 0 0 | 10809 5380
3200 | 15520| 19200| 10840| 13168 12336 9136| O 0 | 1496 O
8220 | 11640 17100[ 6516 | 8400 8220 0 0 0| 1704 0O
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3048 0 | 2448 48 0 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 2177 3465 0 0 0 0| 1288
30800| 13200| 8800 | 25531 19767 13200 0 0 | 4400/ © 0
17000| 13500| 15000| 14000| 12000 Sw; = | 9136 | 2448| 4448 140006668 |
7864 | 11052 10552] 0 [ 5332 =f;- Sw;




Procedendo si ha:

k=argminl{j: G; < z}| =argmin{; -; -; 3; 2; 2} =k.
Incrementiamo ad esempedi Azs = min{cj - z : G; > z}= 4655 - 3465 = 1190, fino & = 4655.
A questo punto anche il cliente 5 e bloccato.

Procedendo si ha:

k=argminl{j: G; < z}| =argmin{; -; - 3;- 2} =k
Incrementiamas di Azs = min{cjj - z : G; > z}= 19767 - 13200 = 6567.

A B C D E z Al B| C D E

16750| 14600| 19250 3800 | 9220 14600 0 0 0 | 10800 5380
3200 | 15520| 19200 10840| 13168| | 12336 9136 0 0 | 1496 O
8220 | 1164 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0| 1704 ©
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3048 0| 2448 48[ 0 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 | 2177 4655 0 | 1190] O 0| 247
30800] 13200| 8800 | 25531 19767| | 13200 0 0 | 4400 O 0
17000 13500] 15000| 14000| 12000 Yiw; = | 9136] 3638 4449 140007858 |
7864 | 9862| 1055] 0 | 4142|=f -Yw;

OJ

Procedendo si ha:

k=argminl{j: G; < z}| = argmin{; -; - 3;-; 3} =k
Incrementiamo ad esempagdi Az = min{c; - z : G; > z}= 6270 - 3048 = 3222. A questo punto
anche il cliente 4 e bloccato.

A B C D E z A B C D E
16750] 14600| 19250 3800 | 9220 14600 0 0 0 | 10800 5380
3200 | 15520] 19200| 10840| 13168 |12336] | 9136| O 0 | 1496 0
8220 | 1164Q 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0| 1704 ©
9780 | 600 | 3000 | 6270| 3048 3048 0 [ 2448 48 0 0
8120 | 3465 | 6650| 4655 | 2177 4655 0 | 11900 © 0| 247
30800| 13200| 8800 | 25531 19767| | 19767 0 | 6567] 10967 O 0
17000| 13500| 15000 14000| 12000 Yw; = | 9136 | 10205 11015] 14000| 7858 |
7864 | 3295 3985 0 | 4142 =f -Yw;

N

A B C D E z A B C D E
16750| 14600| 19250 3800 | 9220 14600 0 0 0 | 10800 5380
3200 | 15520| 19200 10840| 13168| | 12336| | 9136 O 0 | 1496 0
8220 | 1164q 17100| 6516 | 8400| | 8220 0 0 0] 1704 ©
9780 | 600 | 3000 | 6270 | 3048 6270 0 | 5670 3270 0| 322
8120 | 3465 | 6650| 4655 | 2177 4655 0 | 1190] © 0| 2478
30800| 13200] 8800 | 25531 19767 | 19767 0 [ 6567 10967 O 0
17000 13500] 15000| 14000| 12000 Yiw; = | 9136 | 13427 14237 14000] 11080
7864 73 | 763| 0 | 920 |=f - w;

Procedendo si ha:
k=argminl{j: G; < z}| =argmin{; - - - - 3} =k



Incrementiamas di Azs = min{cj - z : G; > z} = 25531-19767 = 5764.

Osserviamo pero che sulla colonna B il massimoeimento consentito € solo 73, incrementiamo
pertantozs di 73, fino al valore 19840. A questo punto angheiltimi 3 clienti sono bloccati e non
pOSSOoNOo piu essere incrementati.

A B C D E z A B C D E

16750| 14600| 19250| 3800 [ 9220 14600 0 0 0 | 1080Q 5380

3200 | 15520| 19200| 10840| 13168| | 12336 9136 O 0 | 1496 O

8220 | 11640 17100| 6516 | 8400 8220 0 0 0 [ 1704 0©

9780 | 600 | 3000 | 6270 | 3048 6270 0 | 5670] 327 0| 322p
8120 | 3465 | 6650| 4655 | 2177 4655 0 | 1190 © 0 [ 2478
30800| 13200| 8800 | 25531 19767| | 19840 0 | 6640] 1140 O 73

17000 13500| 15000 14000| 12000 Yiw;; = | 9136 | 13500 14310 14000] 11153
7864 0 | 690 | 0 | 847 |=f-Yw

A questo punto I'algoritmo si ferma perché non @& passibile incrementare alcun cliente. Il lower
bound & pari d.B = 2} z = 65921

Upper bound alla soluzione ottima

Attivando gli impianti bloccati B,D ogni cliente fafira automaticamente all'impianto piu
conveniente di questi 2, pagando il relativo caditafferenza. Un upper bound e dato quindi dal
costo di questa soluzione:

UB = 13500 + 14000 + 3800 + 10840 + 6516 + 600 + 3463200= 65921

Poiché UB=LB, questa e la soluzione ottima del prdé&ma.



