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Esercizio

Un’azienda deve costruire degli impianti per sevie6 clienti (1,...,6) ed individua allo scopo
m=4 siti possibili (A,B,C,D). | costi da sostenexs: i costi di attivazione degli impianti (che si
assumono fissi) ed i costi di afferenza dei cliansiti. Questi dati sono forniti in tabella.

Costi Siti potenzial
variabili | A | B | C | D
11410, 6| 9

2181 2| 2| 2
131211 7] 2
Clienti 25151 11 1
51| 3| 1| 4

6| 1| 3| 6| 2
Costifissi| 11| 7 | 10| 13

1. Trovare un lower bound alla soluzione ottima debbpema utilizzando l'algoritmo di
Erlenkotter.

2. Trovare un upper bound alla soluzione ottima debf@ma attivando i soli impianti bloccati
al punto 1 e quindi chiudendo quelli (eventualie ah conveniente chiudere secondo una
logica greedy.

3. Trovare la soluzione ottima del problema con umigno di branch and bound basato sul
lower bound di Erlenkotter.

Algoritmo di Erlenkotter
1. Inizializza le variabili duali; = min;{c;;}
2. Finché ci sono clienti non bloccati:
a. scegli tra i clienti non bloccati il clientecon minimo valore di; = |{i: Cij < zi}|,
cioéh = min{a;: i non bloccato}
n
b. calcola per ogni impiante1,... mi valori g; = { Ji i=1Wj; S€ Cnj = Zn
Chj — Zp se Chj > Zn
c. incrementa z, del minimo pB; e aggiorna wy; di conseguenza, cioe
Zp = Zp + minj{ﬁj} e Wy = max{O, Zp — chj}, perj=1,...m
d. blocca tutti gli impianti conf; = »i; w,; e blocca tutti i clienti corr;; < z; e
bloccato.

Soluzione
Applicando I'algoritmo di Erlenkotter al problematd, si inizializzano le variabii; come segue:
z1=4,2,=2,23=1,z, =1,25 =1,z =1,

Quindi si esegue il passo 2 (iterativo):
Alla prima iterazione:

a,=1,a,=3,a3=1,a, =2, a5 = 2, as = 1. Tra le 3 possibilita si sceglie=1.
Di conseguenza si ha:

Ba=11,85=6,B.=2,5p =5. Siaggiomna, =6 ew;y, = 2.

Alla seconda iterazione:
a,=2,a,=3,a3=1,a, =2,as =2, a2, = 1. Tra le 2 possibilita si sceglie=3.



Di conseguenza si ha:
Ba=1,B=7,B.=6,Fp=1. Siaggiornaz; =2 ew;z = 1.

Alla terza iterazione:

a,=2,a,=3,a3 =3,a, =2, a5 = 2, ag = 1. Si sceglie necessariamehtes.
Di conseguenza si ha:

Ba=9,Bg=2,B.=5,Fp=1. Siaggiornas =2 ewg, = 1.

Alla quarta iterazione:

a,=2,a,=3,a3 =3,a, =2, as = 2, ag = 2. Si sceglien=1.

Di conseguenza si ha:

Ba=8,B5 =4,6.,=10,Bp =3. Siaggiorna; =9ew;, =5, w,;c =3

Alla quinta iterazione:

a,=3,a,=3,a;3 =3,a, =2, a5 = 2, ag = 2. Si sceglien=4.

Di conseguenza si ha:

Ba=4,Bg=40.=7,Bp=13. Siaggiorna, =5ew,; =4,w,p, =4

Alla sesta iterazione:

a,=3,a,=3,a;3 =3,a, =4, a5 = 2, ag = 2. Si sceglien=5.

Di conseguenza si ha:

Ba=5PBs=2,6.=3,Fp=3. Siaggiornas =3 ewsy = 2, wgc = 2

Alla settima iterazione:

a, =3,a, =3,a; =3,a, =4, as = 3, ag = 2. Si sceglie necessariamehtes.
Di conseguenza si ha:

Ba=3,B=1,6.=4,Fp=9. Siaggiorna, =3 ewgy =2,wgp =1

All'ottava iterazione:

a,=3,a,=3,a; =3,a, =4, as = 2, ag = 3. Si sceglieh=1.

Di conseguenza si ha:

Ba=2,B5=1,6.=1,Bp =8. Siaggiornas =10ew;4, = 6,w;c =4, w;p =1
Si bloccano I'impianto C e, di conseguenza, i dlién2, 4, 5.

Alla nona iterazione:

a; = 3, ag = 3. Si sceglieh=3.

Di conseguenza si ha:

Ba=1,B5=6,6.=5,6p=7. Siaggiorna; =3ews, =1, wzg =1, wgp =1
Si bloccano I'impianto A e i clienti 2, 6.

Essendo tutti i clienti bloccati termina la fasel 2ower bound i, z, = 26

Attivando gli impianti bloccati (A e C) si ottieneome upper bound il valore 32. Provando a
chiudere A o C 'upper bound non migliora.

Algoritmo di Branch and Bound

Si parte dal nodo 0 con LB=26 e UB=32. Si effettumbranch su una variabile di attivazione
corrispondente a uno degli impianti bloccati, perg

Nodo1:x, =0

Per il calcolo del lower bound € necessario apmicgauovamente I'algoritmo di Erlenkotter a
un’istanza priva dell'impianto A:



Costi Siti potenziali

variabili B|C|D
1 10/ 6 | 9

2 2|1 2] 2

. ..13 17| 2

Clienti 2 51111
5 3|11 4

6 3|1 6] 2

Costi fissi 7 11013

Si ottiene quanto segue. Si inizializzano le valiiay:
Z1=6,2,=2,23=1,z, =1,25 =1,z = 2,

Quindi si esegue il passo iterativo. Alla primaatgone:
a,=1,a,=3,a3=1,a, =2,a; =1, ag = 1. Tra le possibilita si sceglte=1.
Di conseguenza si ha:

Bs =4, 6. =10, =3. Siaggiorna; =9 ew;p = 3.

Alla seconda iterazione:

a,=2,a,=3,a3=1,a, =2,as =1, ag = 1. Si sceglien=3.
Di conseguenza si ha:

Bs=7,B.=6,Bp =1. Siaggiorna; =2 ew;z = 1.

Alla terza iterazione:

a,=2,a,=3,a3=2,a, =2,as =1, ag = 1. Si sceglien=5.
Di conseguenza si ha:

Bs =2,B.=7,Bp =3. Siaggiornas =3 ewgg = 2.

Alla quarta iterazione:

a,=2,a,=3,a3 =2,a, =2,a5 = 2, ag = 1. Si sceglieh=6.
Di conseguenza si ha:

Bs=1,0.=4,PBp =13. Siaggiorna; =3 ewg; = 1.

Alla quinta iterazione:

a,=2,a,=3,a3 =2,a, =2, a5 = 2, ag = 2. Si sceglien=1.

Di conseguenza si ha:

B =1,06.=05,Fp =12. Siaggiorna; =10ew,;3 =4, wi;c =1

Alla sesta iterazione:

a,=3,a,=3,a3 =2,a, =2, a5 = 2, ag = 2. Si sceglien=3.
Di conseguenza si ha:

Bs =6,B,=5,Bp =11. Siaggiorna; =7 ews, =6, w3 =5

Alla settima iterazione:

a,=3,a,=3,a;3 =3,a, =2, a5 = 2, ag = 2. Si sceglien=4.
Di conseguenza si ha:

B =4,B.=4,Bp =6. Siaggiorna; =5ew,g =4, wyc =4
Si bloccano I'impianto C e i clienti 1,2,3,4,5.

All'ottava iterazione:
ag = 2. Si sceglieh=6.
Di conseguenza si ha:
s=1,8.=3,Fp =6. Siaggiorna, =4 ewgz =1,wep =2
Si bloccano I'impianto B e il cliente 6.



Il nodo 1 fornisce quindi un LB=31 e un insiemerdpianti bloccati B,C. Attivando questi impianti
si ricava una soluzione ammissibile di costo 31glimie dell'ottimo corrente. Quindi si aggiorna
'UB=31, potendo cosi chiudere il nodo 1 dell'alb&li enumerazione (LE UB).

Va ancora esaminato I'altro ramo dell’albero di meuazione.
NOdO 2 xA = 1

Per il calcolo del lower bound e necessario apmicauovamente l'algoritmo di Erlenkotter.
L’istanza da studiare deve tenere conto del fdt® @ertamente va pagato il costo di attivazione
dell'impianto A. Questo costo (11) e pertanto uostante e non entra nel calcolo di Erlenkotter ma
andra aggiunto al lower bound di Erlenkotter caltmkull'istanza seguente in cui I'attivazione di A
€ a costo zero:

Costi Siti potenzial
variabili |A| B | C | D
114110 6| 9

2181 2| 2| 2
13121 1] 7| 2
Clienti 25151 11 1
5/1| 3| 1| 4

6|1 3| 6| 2
Costifissi| 0| 7 | 10| 13

Quindi si avra: LB=11¥7_, z,

Si ottiene quanto segue. Si inizializzano le valiiady:
z1=4,2,=2,23=1,z,=1,25 =1,z =1,
Sono immediatamente bloccati I'impianto A e i ctiehy 5, 6.

Alla prima iterazione:

a, =3,a3 =1, a, = 2. Si sceglieh=3.

Di conseguenza si ha:

Ba=1,B=7,6.=6,Fp=1. Siaggiorna; =2 ew;z = 1.
Si blocca il cliente 3.

Alla seconda iterazione:

a, =3, a, = 2. Si sceglieh=4.

Di conseguenza si ha:

Ba=4,Bs =4, 0.=10,Bp =13. Siaggiorna, =5 ew,, = wyp = 4.
Si blocca il cliente 4.

Alla terza iterazione si sceglie necessariambng
Di conseguenza si ha:

Pa=6,B=6,6.=6,Fp=9. Siaggiorna, =8 ew,g = wy, = wyp = 6.
Si bloccano gli impianti B e C e il cliente 2.

Il nodo 2 fornisce quindi un Lleﬁ?zlzl. = 32 e un insieme di impianti bloccati B,C. Si puo
quindi chiudere anche il nodo 2 dell’albero di emuazione (LB> UB).

Non essendoci altri nodi da esaminare si conclidel'ottimo del problema é 'UB corrente 31,
associato alla soluzione ottima: attiva B e C.



