Indice

I Programmazione funzionale in Objective Caml 1

1 Il nucleo di un linguaggio funzionale 3 1.1 Programmazione funzionale e ML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.2 I tipi di base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.1 Interi e reali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.2 Stringhe e caratteri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.2.3 Booleani . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.2.4 Coppie e tuple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.2.5 Record . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.2.6 I tipi funzionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.2.7 Il tipo unit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.3 Il polimorfismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.4 Costruttori e selettori di un tipo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.5 Dichiarazioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.6 Tipi con uguaglianza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.7 Uso di files . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.8 La valutazione delle funzioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.9 Pattern matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 1.10 Definizioni ricorsive di funzioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.10.1 Ricorsione e iterazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 1.10.2 Processi ricorsivi e iterativi: tail recursion . . . . . . . . . . . . 28 1.11 Dichiarazioni locali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 1.12 Programmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 1.12.1 Le torri di Hanoi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 1.13 Eccezioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.14 Funzioni di ordine superiore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 1.14.1 Currificazione di funzioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 1.14.2 Operatori infissi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 1.14.3 Espressioni funzionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 1.14.4 Un’operazione su predicati: non . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 1.14.5 Altri esempi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 1.15 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 ii

2 Liste 47 2.1 Tipi di dati induttivi e ricorsione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.2 Le liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.2.1 Pattern matching con le liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.2.2 Costruttori, selettori e predicati per il tipo lista . . . . . . . . . 51 2.3 Definizione ricorsiva di funzioni sulle liste . . . . . . . . . . . . . . . . 52 2.3.1 Rappresentazione di insiemi finiti . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 2.3.2 Liste associative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 2.3.3 Iterazione sulle liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.4 Funzioni di ordine superiore sulle liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 2.4.1 Takewhile e dropwhile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 2.4.2 Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 2.4.3 Filter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 2.4.4 For all . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 2.4.5 Exists . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 2.4.6 Fold left . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 2.5 Programmare con funzioni di ordine superiore . . . . . . . . . . . . . . 68 2.5.1 Segmenti iniziali di una lista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 2.5.2 Lista delle sottoliste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 2.5.3 Insieme delle parti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 2.5.4 Prodotto cartesiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 2.5.5 Permutazioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 2.5.6 Partizioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 2.6 Ordinamento di liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 2.6.1 Ordinamento per inserimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 2.6.2 La tecnica “Divide et Impera” . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2.6.3 Quick Sort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 2.6.4 Merge Sort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 2.7 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3 Strutture dati fondamentali 81 3.1 Definizione di nuovi tipi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 3.1.1 Abbreviazioni di tipo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.2 Alberi binari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.2.1 Alberi: nozioni di base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.2.2 Alberi binari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 3.2.3 Costruttori, selettori e predicati del tipo alberi binari . . . . . 88 3.2.4 Definizioni ricorsive sugli alberi binari . . . . . . . . . . . . . . 89 3.2.5 Visita di alberi binari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 3.2.6 Rappresentazione di espressioni mediante strutture ad albero . 96 3.2.7 Visita di un albero binario con “accumulatore” . . . . . . . . . 97 3.2.8 Funzioni di ordine superiore sugli alberi binari . . . . . . . . . 99 3.3 Alberi n-ari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 3.3.1 Visita di alberi n-ari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 3.3.2 Funzioni su alberi n-ari definite mediante l’uso di map . . . . . 101

3.3.3 Mutua ricorsione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 3.3.4 Stampa di alberi n-ari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 3.4 Grafi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 3.4.1 Nozioni preliminari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 3.4.2 Rappresentazione dei grafi mediante liste di archi . . . . . . . . 108 3.4.3 Visita di un grafo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 3.4.4 Verifica se un grafo è connesso . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 3.5 La tecnica del backtracking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 3.5.1 Ricerca di sottoinsiemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 3.5.2 Uso di operatori logici per implementare il backtracking . . . . 120 3.5.3 Il problema delle otto regine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 3.5.4 Ricerca di un cammino in un albero binario . . . . . . . . . . . 124 3.5.5 Ricerca di un cammino in un albero n-ario . . . . . . . . . . . 125 3.5.6 Cancellazione di un nodo in un albero n-ario . . . . . . . . . . 126 3.5.7 Attraversamento della palude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 3.5.8 Ricerca di un cammino in un grafo . . . . . . . . . . . . . . . . 130 3.5.9 Bipartizione di un grafo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 3.6 Rappresentazione di grafi mediante funzioni . . . . . . . . . . . . . . . 135 3.6.1 Il grafo dei cammini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 3.6.2 Il problema dei due boccali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 3.6.3 Missionari e cannibali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 3.7 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

4 Dimostrazione di proprietà di programmi 151 4.1 Induzione matematica e ricorsione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 4.2 Induzione strutturale sulle liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 4.2.1 Complessità di @ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 4.2.2 Complessità di reverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 4.2.3 La lista vuota è elemento neutro a destra di @ . . . . . . . . . . 157 4.2.4 Associatività di @ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 4.2.5 Relazione tra @ e reverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 4.2.6 Equivalenza di reverse e rev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 4.3 Induzione strutturale sugli alberi binari . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 4.3.1 Immagine riflessa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 4.3.2 Equivalenza di preorder e preord . . . . . . . . . . . . . . . . 161 4.4 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5 Il sistema dei moduli 165 5.1 Strutture e segnature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 5.1.1 Programmazione modulare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 5.1.2 Tipi astratti di dati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 5.1.3 Il sistema dei moduli di OCaml . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 5.1.4 I numeri razionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 5.1.5 Alberi binari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 5.1.6 Associazioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

5.1.7 Code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 5.1.8 Matrici . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 5.1.9 Alberi n-ari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 5.2 Funtori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 5.3 Compilazione separata e codice eseguibile . . . . . . . . . . . . . . . . 191 5.3.1 Moduli e files . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 5.3.2 Accesso al contenuto di una unità di compilazione . . . . . . . 193 5.4 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

6 Programmazione imperativa 195 6.1 Il tipo unit e le liste di comandi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 6.2 Input e output . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 6.2.1 Input e output sui canali standard . . . . . . . . . . . . . . . . 196 6.2.2 Operazioni di base su file . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 6.3 Record mutabili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 6.4 Riferimenti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 6.5 Costrutti di controllo imperativi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 6.6 Array . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 6.7 Allocazione della memoria per le liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204 6.7.1 Garbage collection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 6.8 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

II Fondamenti della programmazione funzionale 208

7 Il lambda-calcolo 210 7.1 La sintassi del lambda-calcolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 7.2 Variabili libere e vincolate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 7.3 Sostituzioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 7.4 Equivalenza sintattica (α-congruenza) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 7.4.1 Un sistema di inferenza per l’α-congruenza . . . . . . . . . . . 216 7.5 La riduzione di lambda-termini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 7.5.1 Un sistema di inferenza per la riduzione . . . . . . . . . . . . . 219 7.6 Equivalenza intensionale (β-equivalenza) . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 7.7 Forme normali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220 7.8 Confluenza della β-riduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 7.9 Eguaglianza estensionale (cenni) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 7.10 Strategie di riduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 7.10.1 Riduzione in ordine normale e in ordine applicativo . . . . . . . 225 7.10.2 Strategie di riduzione debole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 7.11 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

8 Lambda-calcolo puro e applicato 231 8.1 Il lambda-calcolo puro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 8.1.1 La rappresentazione dei valori booleani . . . . . . . . . . . . . 232 8.1.2 La rappresentazione di coppie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 8.1.3 La rappesentazione dei numeri naturali . . . . . . . . . . . . . 233 8.1.4 La rappesentazione di funzioni definite ricorsivamente . . . . . 236 8.2 Lambda-calcolo applicato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 8.3 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

9 Lambda-calcolo con tipi 242 9.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 9.2 Il sistema dei tipi semplici con variabili di tipo . . . . . . . . . . . . . 242 9.3 Il tipo principale di un termine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250 9.4 La β-riduzione nel λ-calcolo con tipi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 9.5 Il sistema dei tipi di ML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 9.6 Le costanti e la ricorsione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 9.7 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

10 Valutazione di espressioni in un ambiente 257 10.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 10.2 Chiamata per valore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259 10.2.1 Il valore delle funzioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 10.3 Regole di ambito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 10.3.1 Determinazione dinamica del campo d’azione delle dichiarazioni 261 10.3.2 Determinazione statica del campo d’azione delle dichiarazioni . 264 10.4 Chiamata per nome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267 10.5 Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267

11 Calcolabilità 268 11.1 Alcune caratterizzazioni della calcolabilità . . . . . . . . . . . . . . . . 269 11.1.1 Funzioni λ-definibili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 11.1.2 Funzioni ricorsive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 11.1.3 Funzioni Turing-calcolabili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 11.1.4 La tesi di Church . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 11.2 Problemi decidibili e indecidibili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

III Appendici 275

A Induzione 277 A.1 Induzione completa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277 A.2 Relazioni ben fondate e induzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 A.3 Induzione strutturale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

B Sistemi di inferenza 290

C Istallazione e uso di OCaml con Emacs 295 Bibliografia 298 Indice delle funzioni definite 300