LOGICA Fuzzy
(G. Ulivi)

Insiemi Fuzzy
Operatori logici
Implicazioni
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PENSIERINI
+ Uno, due sassi non sono un mucchio...
100.000 lo sono. Esiste un valore limite?

+ 1l barbiere e persona che si fa la barba da sola o che va dal
barbiere?

+ La logica tradizionale considera I'impiego di simboli precisi,
quindi non e adatta alla vita terrestre ma solo ad un immaginaria
esistenza celeste (B. Russel, 1923)

+ Finché le leggi della matematica si riferiscono alla realta non
sono certe, quando sono certe non si riferiscono alla realta
(A. Einstein)

+ 1l segno di uguale non e per gli ingegneri
(G. Ulivi, oops)
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Rm3 - DIA - G. Ulivi z



CENNI STORICI
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« L. A. Zadeh, Fuzzy sets, Inf. & Contr, 1965

« L. A. Zadeh, Outline of a new approach to the analysis of complex
systems and decision processes, IEEE Trans, on Syst., Men and
Cybern., 1973

«+ Mamdami, controllo di un motore a vapore, 1976
Ostergaard, controllo di un cementificio industriale, 1982

Anni '80

Dubois, Prade, numeri fuzzy, teoria della possibilita

Diversi tipi di ragionamento fuzzy; Equazioni fuzzy

Sugeno, un nuovo paradigma per il controllo; controllo di un elicottero
Anni 90

Modellistica fuzzy, tentativi di definire la stabilita dei sistemi,
rapporti con le ANN; esplosione delle applicazioni industriali
(lavatrici, cambi di velocita, telecamere, condizionatori,...)
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INSIEMI USUALI (CRISP)

« Un elemento x dell'insieme universale U puo
appartenere o meno ad un insieme A

+ Un insieme A e definito dalla sua
fcn. caratteristica:

paiU—10,1}  (solo due valori)

= apg [l I xeA
AR =200 0 xeA

(due possibili notazioni)
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ESTENSIONE IMMEDIATA

« Un insieme fuzzy e un’estensione per la quale la
funzione caratteristica e continua

‘U 0,1 . :
upl =] ](tuttl i valori tra O e 1)

« |l significato e quello di graduare, sfumare
I'appartenenza

« Quanto vale per gli insiemi, vale per le proposizioni,
quindi si puo sfumare anche
Il grado di verita (credito) di un’affermazione.
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U DISCRETO

« Se U e discreto, si puo enumerare il fset

A(X) = a1/ X+ pg [Xo + -+ + iy /Xy
< Ad es.:
veloce(x) = 1/ferrari + 0.8/alfa + 0.5/punto + - - - + 0/"500"

« Visualizzazione utile per confrontare (non per usi
pratici), si applica a fset con 2 elementi; Kosko

1

subset di “veloce” alfa
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ESEMPI

Questa automobile
appartiene all’insieme delle si 1
automobili nuove

« “Questa automobile e nuova” @ 0.5
== vero

no O
0

Problema:

Qual e 'andamento “giusto” della funzione?
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PRIMI SVILUPPI

« Scelta della funzione caratteristica
€«
soggettivita, arbitrarieta

« Tentativi di esprimere concetti “quotidiani”,
“ragionamento umano”, ecc.

« Analisi dei modificatori
linguistici

+ Molto nuovo = (nuovo)?
« Un ramo secco?
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DIFFERENZE SIGNIFICATIVE
DU U PO PV VUL WU SO PG PO U PO ST
Dato un numero tra O e 1, quali sono le possibili interpretazioni?
Facciamo un esperimento concettuale.

Domanda: c'e un panino col salame in frigo?
Risposta: 0.5

Se la interpretiamo come probabilita, significa “forse”,
ripetendo la domanda all'infinito, troveremo il panino la meta
delle volte.

Se la interpretiamo come misura, significa che c'e mezzo panino.

Se la interpretiamo come fuzzy, significa che c'e qualcosa,
magari pane e salame separati o un panino al prosciutto.

gl gl g gl el gl mplhgled
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CONCETTI DI BASE

SO U U U VU UL VUL VUL VUL PO U o

« Supporto di A(x): x:A(x)>0
< Altezza di A(x):  max(A(x))

+ Spesso si normalizza a 1
Altezza

»
»

Supporto
« Cardinalita di A(x) (per U discreto):
card(A(x)) = 2 A(x;)

gl gl e gl i inpleipleimpleh gl
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« Un concetto utile per descrivere | fuzzy sets e per
comprendere alcune proprieta

« E’ un insieme crisp. Dato A(x),
A, ={xeX: A(X) > a}

o |

/N < ; )
j \ o € variabile o m

o-cut

« Insiemi convessi hanno a-cuts (per diversi valori di &)
nidificati
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OPERATORI LOGICI

« 1.e. “Set theoretical operators”:
NOT, AND, OR
« Esistono molte possibilita di implementarli

+ Necessita di attribuire a ciascuna una “semantica”
e Confusione
» Guerre ideologiche tra scuole di pensiero

+ MA anche

+ Ricchezza di scelte, adattabilita

« Per introdurli usiamo un approccio assiomatico: sono
fcns che soddisfano assiomi “desiderabili”
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COMPLEMENTO C(X)

«¢:[0,1] =2 [0, 1]
+ Assiomi:
+ C1: condizioni al contorno ¢(0)=1, c¢(1)=0
+ C2: monotona noncrescente
a<b -2c(a) >c(b)
+ C3: fcn continua
+ C4: fcn involutiva:  c(c(x)) = X

(C3 e C4 non sono strettamente indispensabili)
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ESEMPI DI COMPLEMENTO

+ Soddisfa solo C1 e C2:

1 1f x<t
c(x) = .
0 If x>t

« Una famiglia parametrizzata
(Sugeno)
1-X

c(x) =
%) 1+ AX
« Da cui Il piu usato, per A=0:
c(X)=1-x

, A e(=1,0)
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ASSIOMI PER L'UNIONE
< u:[0,1] x[0, 1] = [O, 1]
+ U1:u(0,00)=0; u(0,1) =u(1,0)=u(1,1)=1
+ U2: u(a,b) =u(b,a)
+ U3:sea<a’eb<b’, allorau(ab) <u(a’,b’)
+ U4: u(u(a,b), c) = u(a, u(b,c))
+ Non indispensabilli:
+ U5: u e una funzione continua
+ U6: u(a,a)=a

+ Altra notazione v
sono in genere delle s-norme
0 t-conorme (Menger, 1942)
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ASSIOMI PER L'INTERSEZIONE

«1:]0,1] x [0, 1] = [O, 1]
«11:u(1,1) =1; u,1)=u(1,0) =u(0,00=0
< 127i(a,b) = i(b,a)
« I3:sea<a’eb<b’, allorai(a,b) <i(a’,b’)
« 14:1(i(a,b), ¢) = i(a, 1(b,c))
« Non indispensabili:

+ 15: 1 e una funzione continua

+ 16:1(a,a)=a

+ Altra notazione A E’ una “t-norma”
(norma triangolare)
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ESEMPI DI UNIONI E INTERSEZIONI
O U

v I piu 1impiegati

max(a,b) min(a,b) |¥  “MaxMin”

a+b—(2-A)ab ab A €(0,)
1-(1-A)ab A+(1-2A)(a+b—ab) |

a+b-ab ab |V “PRod” A=1

min[l,(a""+b"")1lw} 1—min[l,((l—a)w+(1—b)w)1lw} W e (0,0)

Il
H

min(1, a+b) 1-min(1,2—-a-b) |¥ “BS” W

gl gl g gl el gl mplhgled
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[ EGGE DI DE MORGAN

Dato complemento e unione,
determinare lI'intersezione che soddisfa

¢/ i(a,0) | = uf c(a), ¢(b) ]

In genere va risolta un’equazione funzionale,
rispetto al cpl. standard
La soddisfano gli operatori della stessa classe.

max(a,b) min(a,b)
c(X) =1-x
a+b—ab ab
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OPERATORI SULL’'IPERCUBO
WO PO U U UL DU VUL VORI YU VO SO o
c(X) =1-x 1

1 O
oA O
AU B
X, B ® o
A X,
® ® O
0,0 X4 1 A — ANB
max(a,b) min(a,b)
O A O Y 0 X1 1
AU B ® MM
ANB
oB e op ® FR
O BS
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UNIONI - OR

%

min(1, a+b)

-

Xy

X+y

-

max(x,y)

20
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INTERSEZIONI - AND

1-min(1, 2-a-b)
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ATTENZIONE ALLE DIMENSIONI

« Gli insiemi universali visti hanno una dimensione
(tempo, peso, altezza, ecc.)

+ Se vogliamo scrivere espressioni come:
vecchio AND pesante
abbiamo bisogno per il risultato di due dimensioni,
qguindi di un insieme universale che sia
prodotto cartesiano di quelli iniziali

« A volte si puo tradurre i concetti in un unico U
monodimensionale con riferimento a qualita, costo, ecc.
(vedi esempio sull’automobile usata)
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SEMANTICA
e b

Esempio: scelta di un’automobile usata

Costo | Eta Accett Accett | Min(a,b) a*b 1-min(1, 2-a-
costo (a) |eta (b) b)
A | 13ML 3 0.9 0.7 0.7 0.63 0.6
B | 13ML 8 0.9 0.1 0.1 0.09 0.0
C | 20ML 5 0.5 0.4 0.4 0.2 0.0
D | 25ML 1 0.4 0.9 0.4 0.36 0.3
E | 25ML 5 0.4 0.4 0.4 0.16 0.0

e Tutti individuano la piu conveniente,

» Solo a*b contiene tutte le sfumature,

* Min € non-interagente

e 1-min(...) rifiuta tutto al di sotto di un limite

gl gl g gl el gl mplhgled
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IDEMPOTENZA: AOPA = A
el mplhmplih gl mgle gl mplhmple gl gl

“max e min sono le uniche operazioni continue e idempotenti

ldempotenza: l'utilita dipende dal tipo di informazione

Vogliamo unire 10 affermazioni (OR):

10 persone asseriscono L2

che piove — dannosa 1 P S S —
p " ﬁ/_/
/

o|]a stessa persona dice 08 /

10 volte che piove - utile 0.4 .
0.2 1 uZ/_g_g_g_g_g_g_gf. * °

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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TERZIUM NON DATUR

non contraddizione I(a, c(a)) =0
medio escluso u(a, c(a) =1 1

AU A
. | o e
Si hanno solo con operatori che non sono
né idempotenti X

né distributivi s @

s . 0,0 X1
La loro perdita e generalmente vista

come un arricchimento rispetto alla logica Booleana

Infatti una proposizione puo essere allo stesso tempo
un po’ VERA e un po’ FALSA
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INCLUSIONE (IMPLICAZIONE)

Inclusione: essere sottoinsieme di... BUA
Prima definizione (risultato booleano):

B> A ASB iff A(X)>B(x)

Utilizzando formulazioni della logica a piu valori
si hanno (espressioni piu frequenti):

1 if B(x) < A(x) 1if B(x)=0
{ else  A(x) { else  min(1, A(x)/ B(x))
Goedel Goguen

min(1,1+ A(x) - B(x)) Lukasiewicz
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DIVERSE IMPLICAZIONI
gl gl gl gl gl ple gl pleh gl

Lukas. Goedel  Goguen
0.05 0.00 0.95 0.00 0.00
0.05 0.00 0.95 0.00 0.00
0.10 0.00 0.90 0.00 0.00
0.20 0.00 0.80 0.00 0.00
0.40 0.10 0.70 0.10 0.25
0.60 0.20 0.60 0.20 0.33
0.90 0.40 0.50 0.40 0.44
1.00 0.60 0.60 0.60 0.60
0.90 0.90 1.00 1.00 1.00
0.60 1.00 1.00 1.00 1.00
0.40 0.90 1.00 1.00 1.00
0.20 0.60 1.00 1.00 1.00
0.10 0.40 1.00 1.00 1.00
0.00 0.20 1.00 1.00 1.00
0.00 0.10 1.00 1.00 1.00
0.00 0.00 1.00 1.00 1.00

Ainclude B

1.20

0.60

1.00 - //WQ—Q—Q—Q—Q
0.80

AN

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

&
T T T T

—o—B —m— A —a—Lukas.

Goedel —e— Goguen

Quando A>B, sono tutte uguali a 1;
le differenze si vedono quando A<B

gl gl g gl el gl mplhgled
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RELAZIONI

prodotto cartesiano
relazioni
composizione
Inferenze



PRODOTTO CARTESIANO, RELAZIONI
g g g gl gl e inple gl gl plehmplhgheh:

Dati due insiemi (crisp) AeB: Q=AxB={(a,b):aecA beB}

1 abeR

Relazione R: un sottoinsieme di Q R(a,b) =
0 else

Ovwvia I'estensione fuzzy. Esempio:

Bombay
NYC Parigi - NYC
Bombay 1.00 0.90 NYC Pariqi
NYC 0.00 0.70 J
Londra 0.60 0.10 Londra
R = lontano da...; relazione binaria diagr. sagittale

kgl gl aple i gl pleiinpleh il gl

Rm3 - DIA - G. Ulivi z7



U CONTINUO
Per rappresentare relazioni tra insiemi aventi

la potenza del continuo,
sl ricorre a espressioni analitiche o a superfici

relazione di uguaglianza a=b
Fuzzy Crisp
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PROIEZIONE E ESTENSIONE

(operazioni tipiche per Fset multidimensionali)

Proiezione: Estensione cilindrica:
P(x) = proj(RYX) R(x,y) = cyl(RYXXY)
= supy R(x,y) (spesso) =F(X)Vy
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ESTENS. PROIEZ. PER U DISCRETO

, 1.00] -» 1.00 1.00 1.00
E_sften_smne 0.70| -~ 0.70 0.70 0.70
cilindrica 0.60| > 0.60 0.60 0.60

NYC Parigi
Bombay 1.00 0.90| » 1.00
o NYC 0.00 0.70] » 0.70
Proiezione Londra 0.60 0.10] -~ 0.60
v v
1.00 0.90

Ovviamente, alle relazioni (insiemi fuzzy multidimet
e possibile applicare anche AND OR Negazione ecc.
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CHIUSURA CILINDRICA

\

— _ —— —- —-

E’ la massima relazione compatibile
con due proiezioni.

Puo essere ricostruita dalle sue proiezioni

Si ottiene come A(Proj’s)
Qui e calcolata con min
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COMPOSIZIONE DI RELAZIONI
VR

Date due relazioni P e Q, definte suXxYe Y XxZ
trovarne una terza T su X X Z, con assiomi:

T=PoQ

pl) (PoQ)' =QToPT
p2) (PoQ)oR=Po(QoR)

non richiesto PoQ=Qo-P

implementazione T (x,z) = proj(R(x, ) A Q(Y,2))]
yeY
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COMPOSIZIONE MAXMIN ReR

Se l'intersezione A = min e proj = makx,

T(x,2) = r;ElYX[milﬂ(F’(X, ¥),Q(y,2))]

Si procede per riga/colonna

Bomba .
y NYC 5 0.2 Roma come nel prodotto matriciale
i; Anche la regola per le dimensioni

NYC Parigi — LA di P e Q € la stessa
Londra
0.4~ NYC - o2 min(0.4,02) = 0.2
Londra < Pari > Roma min(0.8,0.7) = 0.7
0.8 I o7 max(0.2,0.7) 2 0.7

X Y VA
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COMPOSIZIONE FSETeR
Analogamente al prodotto Matrice x Vettore,

fornisce un vettore, cioé un Fset.
Passi:

1. estensione cilindrica del Fset FF=cyl(F(x)¥ X X Y)
2. composizione

T(x,2) = prgj[(R(x, y) A FF(y,2))]
ye

3. proiezionedi T proj(T ¥ 2)

Sono alla base della costruzione di motori inferenziali

Si semplificain:  T(z2) = maxx[min(F(X), R(X, Z))] MaxMin
T(z) = maxx[F(x)- R(x,2)] MaxProd
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Dario & un po' piu alto di Pino

ESEMPIO DI COMPOSIZIONE

Spesso Ssi usa 185[ 0.00 0.10] 04 07 1 07 04
182.5| 0.10 04| 0.7 1 07 04 01
la forma trasposta 180 0.4 0.7 1 07 04 01 0
Yy 1775 07 11 07 04 01 0 0
175 1 071 04 01 0 0 0
1725 0.7 04| 0.1 0 0 0 0
conoscenza 170f 04 0.1 0 0 0 0 0
170 1725 175 1775 180 1825 185
X
fatto 0 01] o04] 07 1 08 07
Pino e alto
Darioé ... min-->

1 0 01| 04 07 1 07 04
0.7 [=max 0 01 04 07 07 04 01
0.7 0 01] 04 07 04 01 0
deduzione 0.4 0 01| 04 04 01 0 0
0.4 0 01| 04 01 0 0 0
0.1 0 01| 0.1 0 0 0 0
0.1 0 0.1 0 0 0 0 0

P WO WU PO PO O DO W VR PO O PO R
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SINGLETON
e b

Navia A 1in nA! kit Al+A A DirwA

Un Fset con un solo elemento diverso da zero, pari a 1: 04

0.1
= Conoscenza certa 0
=» Forti semplificazioni nella composizione g
172.5 0.7 0:4 0:1 .O 0 0 0
170 0.4 0.1 0 0 0 0 0
170 1725 175 177.5 180 1825 185
X
0 0 0 1 0 0 0
Dario é ... min-->

0.7 0.7

1 1

0.7 | 0.7

0.4 0.4

0.1 0.1

0 0

0 0

O O WO WU ot WOl WOy WPl WV WO W
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RAGIONAMENTO FUZZY

Regole

Inferenze

Approcci:

a) Logico

b) Generalizzato
Impieghi nei controlli



SISTEMI BASATI SU REGOLE
R OV

Fatto 1 -
Regole
Fatto 2 " (conoscenza || —— Deduzione
Fatto k \jw/—
(conoscenza attuale) A's(A= B)=B'
(modus ponens)
Antecedente velocita e xx
Regola IF “velocita e elevata” THEN “azione e frena”
Conseguente azione e yy

S WU U SO PN U SO O VORI PO O SO Y

Rm3 - DIA - G. Ulivi 40



INTERPRETAZIONI DI A= B

gl gl g gl ple gl inplhmplephemplhphed:
« Continuiamo I'esempio
+ Velocita alta =» frena

+ Velocita molto alta = frena molto ? si/no

+ Velocita non alta = non frenare ? si/no

« Basandoci sulla logica: NO,
non sappiamo cosa fare, ci vogliono altre regole

< Il “modus ponens generalizzato” (GMP) ammette le
estensioni di cui sopra ed e molto usato
+ Consente di ridurre il numero di regole
+ E (sembra) piti aderente al ragionamento quotidiano
+ E molto meno ben posto matematicamente

gl gl g gl el gl mplhgled
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APPROCCIO LOGIC-BASED

A=B equiv. Not(A)UB
Tre problemi:

1. costruire la relazione R dalla regola in modo che
soddisfi il modus ponens [a e (a=Db) = D]

2. come gestire piu regole

3. qual e il valore di b’
se a’ non e esattamente a

La soluzione viene dalla teoria delle equazioni fuzzy,
Imponendo b’=b quando a’=a e
cercando la soluzione massima (include le altre)
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RISULTATI
gl gl g mplh gl gl mplempleh gl gl

Se l'inferenza é: R (i.e. A=B) va costruita come:
MaxMin Goedel
T(2) = max| min (A'(x), R(x,2)) ] 11t A(x) < B(2)
K else  B(2)
Max BS Lukasiewicz

T(z) = max| max (0, A'(x) +R(x,z)-1)| ~ min(L1+B(z) - A(x))

xeX

MaxProd Goguen
| 1 if A(X)=0
T(z) = ryee}(X[A (X)-R(x,2)] { else  min(L,B(z)/ A(x))

gl gl g gl el gl mplhgled
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PROPRIETA DELLA SOLUZIONE MAXMIN

1 - Interessante notare che
se A(Xx) =0Vx, allora R(x,y)=1VX,y

quindi ritornera la massima indeterminatezza
2 - se A'(x) < A(x) VX, allora b'(z) =b(z)

se I'antecedente e piu specifico, il conseguente mantiene il grado
di incertezza iniziale

3 —in generale pero se A"(x) < A'(x) ¥x, allora b"(z) cb'(z)
con il vincolo 2.

4 —Inoltre  se A'(x) = A(x), allora b'(z) o b(z)
In generale se I'antecedente non coincide, 'uscita e piu incerta
5 — La massima indeterminatezza e 1 costante
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COMPOSIZIONE DI PIU REGOLE
Abbiamo piti regole @’ o (a, = b,) = b’, con gli stessi antecedenti
Dobbiamo ricavare il fuzzy set b’

Essendo la massima indeterminatezza = 1,
e ovvio che si dovra porre

0'(z) = min[b’, (x)]

n.b. ci sono dimostrazioni vere
rem: valido per MaxMin

Secondo alcuni autori, sarebbe possibile utilizzare I'intersezione

delle regole . '
b'(z)=a'| N (a =h)]
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L’APPROCCIO GMP

« L’approccio e piuttosto euristico e si basa piu sulla “soddisfazione
dell’'utente” che su basi matematiche

« Si cerca un legame “piu forte” tra antecedenti e conseguente,
guasi funzionale

« Diversi autori hanno analizzato possibili metodi per rappresentare
le regole e le inferenze in relazione al tipo di generalizzazione
effettuata
(vedi Masaharu Mitsumoto, “Extended Fuzzy Reasoning” in
Approx. Reasoning in Exp. Syst., ed. Gupta, Elsevier 85)
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[ ’APPROCCIO TIPICO

La composizione e quasi sempre MaxMin, a volte MaxProd

| risultati intermedi bk sono accorpati con I'operatore Max
Esempi di costruzione di R(X,Z2)

: Prima si fanno le estensioni cilindriche
R, (x,2) = min(a(x),b(z)) poi la intersezione

1 if B(z) < A(X)

R (x.2) :{ else  A(x)

B E la unica che estende il calcolo
Ry (X,2) = (a—>g b)m(g_gm) per not(a) poco usata

Rm3 - DIA - G. Ulivi ¢7



| E REGOLE DOVREBBERO ESSERE.
U U

+ Complete

+ I'insieme delle regole deve ricoprire “a sufficienza” le
possibili situazioni

+ Non contraddittorie

+ regole con antecedenti simili o adiacenti non dovrebbero
dare uscite molto diverse tra di loro

« Esistono metodi formali per la verifica delle condizioni

gl gl e gl i inpleipleimpleh gl
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UN SISTEMA DI CONTROLLO FUZZY

(ideale)

ricavate in base a Proposti metodi adattativi,

interviste a esperti | 2d apprendimento,
misti neurale-fuzzy

controlli
: Motore :
fuzzify : de-fuzzify = Processo
Inferenziale
misure
associa a ogni misura un Fset ricavare dalle conseguenze (fuzzy)
(in base a precisione/rumore) il valore piu plausibile

Rm3 - DIA - G. Ulivi +7



OSSERVAZIONI
e e

Le misure si assumono esatte, quindi singletons
L’incertezza e solo nelle regole fornite dall’'esperto
| metodi semplificati possono essere rappresentati graficamente

Fuzzificazione Defuzzificazione
. A AA I
THi temp. alta 1 veloc. aria

1 1. Vann o

/ X

26° max
o _2A)X cos
“C TS AM)
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V

ISUALIZZAZIONE INTUITIVA

MmaxX

R min
min
| 7 N >/ \
misura 1 misura 2
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UN CARRELLO AUTOMATICO

regole semplificate

XX rispetto a yy rispetto a azione su azione su
traiettoria di velocita di sterzo acceleratore
riferim. riferim.

poco a destra elevata un po’ asn. |rallenta
molto a destra elevata molto a sn. frena

poco a destra normale un po’ a sn. |continua
corretto normale nulla continua
corretto bassa nulla accelera

Rm3 - DIA - G. Ulivi 5z



[ 'TAPPROCCIO TSK

N P R PR VU U PN PN PO PO PO
« Takagi Sugeno Kang, in breve Sugeno

IF XxISa AND yis3 THEN z=px+qy+r

« gli antecedenti vengono composti con il min o il pr

1 e 1 —
& /’\% wl Zl - A
\ J1 P*X+Q, Y+
X Y . @
....... Ao " B- Z, =
w2
f \ / \ RSEPS AL, *
X v , =W T2 TWoZ,
X=3 y=2 - W. W
1TW,
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[ ’APPROCCIO TSK (2)

« Se p =( = 0 si ha un sistema di ordine 0
(quello mostrato e di ordine 1)

« Piu “controllistico”, si ha un controllore lineare (al limite
una reazione dallo stato) per ogni condizione di
funzionamento, con transizione graduale dall’'uno
all’altro. Ottimi risultati pratici.

« Implementazione efficiente

+ Meno linguistico e meno facile da ricavare tramite
Interviste

« Piu adatto a studi analitici, ottimizzazione,
apprendimento (base dei sist. ANFIS)
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APPLICAZIONI

+ 1974 Motore a vapore

« 1977 Cementifici

« 1980 Depuratori

« 1984 Gru per container

+ 1984 Parcheggio

+ 1985 Treno di metropolitana

+ 19887 Elicottero

« >1990 Lavatrici, Telecamere, Aspirapolvere,

Condizionatori, Robotica mobile,
Sistemi per auto, ...

« In genere, sistemi con modelli mal definiti o
per cui non e facile definire le leggi di controllo,
ma che si controllano manualmente.
Mancano gli strumenti di progetto (stabilita, tipo di risposta, ecc.)

Rm3 - DIA - G. Ulivi 2




CONCLUSIONI?

« L’ibridazione sistemi differenziali — sistemi basati su regole rende
difficile I'applicazione anche di criteri di stabilita

+ tentativi: Lyapunov, Criterio del cerchio, analisi sul piano
delle fasi. Comunque non si hanno indicazioni per
risolvere eventuali problemi.

« |l sistema di controllo risulta non lineare, problemi con le specifiche

« Ma, se il modello dinamico non e disponibile o e particolarmente
complesso e incerto, si avrebbero le stesse difficolta anche con gli
approcci tradizional

Sono i casi in cui il controllo fuzzy e una possibile strada
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MISURE FUZZY E
RAGIONAMENTO CON INCERTEZZA

Tipologie di “ignoranza”
Definizioni e operazioni per:

+ Misure Fuzzy

+ Misure di Credibilita / Plausibilita
« Misure di Possibilita / Necessita
+ Misure di Probabilita



TIPOLOGIE DI “IGNORANZA”
T WUN U PO SO ORI DU WO PO ORI PO O T
Incompletezza delle informazioni

+ dB con Nome: Stato Civile;: Nome coniuge
Nome coniuge mancante

+ Un sensore di un impianto € guasto

Imprecisione
+ stesso dB; Nome coniuge = “Miria” ; “Maria” o “Miriam” ??
+ Un sensore e impreciso 0 rumoroso

Incertezza

+ stesso dB; Nome coniuge = “Maria” ; pero manca il certificato.
Sara attendibile I'informazione?

+ Abbiamo una misura, ma non sappiamo di quale grandezza
(da dove viene I'eco del sonar?)

La teoria delle misure fuzzy puo trattare le ultime due
U U SO U U SO WO PN U SO SR T
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MISURE FuUzzy

e gl plh gl gk mplapls
U : Insieme universale &J: Insieme vuoto

AB cU ABcrisp
Axl: g(0)=0; gU)=1
Ax2. AcB = g(A)<g(B)
Ax3: Img(A)=g(imA)
se U infinito AND
'AbgAig""Ah'"OR AOQ'A&Q'AM

Spesso definite sul power set di U @(U)
(insieme di tutti | sottinsiemi)

In realta, Ax1..Ax3 non hanno nulla di fuzzy (anche le mis. di superficie
li soddisfano), ma le mis. fuzzy saranno usate per il calcolo dell'incertezza
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CREDIBILITA E PLAUSIBILITA
U

Introdotte da Glenn Shafer (anni 70, riprese in ambito fuzzy negli
anni 80-90 [Dubois & Prade, Smets])

Significato
+ Credibilita (belief): misura della “intensita” delle prove a favore
di un’ipotesi
+ Plausibilita (plausibility): misura della “intensita” delle prove che
non contrastano con un’ipotesi, i.e. che non avvalorano l'ipotesi
opposta
Esempio
+ il motore non parte, benzina o batteria? (uniche eventualita)
all’inizio entrambi plausibili

+ la luce interna e fioca:
bel(batteria) aumenta, pl(benzina) diminuisce

+ la spia riserva e accesa:
bel(benzina) aumenta, pl(batteria) diminuisce

gl gl g gl el gl mplhgled
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CREDIBILITA - ASSIOMI

« Oltre agli assiomi di Ax1... Ax3,
bel soddisfa la propr. di superadditivita per ogni n :

bel (A U-- UA1)>ZbeI( )= bel(A N A+

k<h
< Ax4 ---+(— )”+1be|(Aiﬂ-"ﬂAh)

per n=2
bel(ALUA,)=bel(A)+bel(A)-bel(ANA,)

« Una misura di probabilita invece e additiva ( =),
una proprieta piu forte
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PLAUSIBILITA - DEFINIZIONE
SO U VU VU VUL UV VUL VUL VUL VU TR T
« Data una misura bel, la corrispondente misura di

plausibilita pl e _
pl(A)=1-bel( A)

« Oltre agli assiomi di Ax1... Ax3,
pl soddisfa la propr. di subadditivita per ogni n :

pI(A NN A, <Zpl )= 2 PI(ACUA)+

(=) pl(A U UA)
per n=2
pl(A N A)<pl(A)+pl(A)-pl(AUA,)
oeehhgnghomyisbouyhuphomyioneh ekt aselaleki
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BEL, PL - PROPRIETA

+ Da Ax4, si ha bél(Au A)= bél(u);lg bél(A)+bel(/X)
bel(A)+bel(A) <1

- analogamente  pl(A)+pl(A)=1

« Da notare che finora non e stato ipotizzato che
gli A; siano disgiunti
« La completa ignoranza si esprime come
bel(A)=bel(A)=0; pl(A)=pl(A)

1
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BASIC MASS ASSIGNEMENT

« bel e pl esprimono bene l'incertezza ma non sono
facilmente utilizzabili senza definire le loro combinazioni

« per fare cio si ricorre al BMA che consente di esprimere
qgualsiasi bel e pl

« 1l BMA ricorda le probabilita, ma in realta € un concetto
diverso e non va confuso

m:#(U)—[0,1] > mA=1 m(Q)=0

Acz(U)

« L'ultima proprieta spesso non e richiesta

Rm3 - DIA - G. Ulivi 24



PROPRIETA DEL. BMA
m:#(U)—[0,1] > mA)=1 m()=0

Acz(U)
Non é richiesto m (U ) =1

Non é richiesto Ac B = m(A)sm(B)

Non e richiesta una relazione tra m(A), m(A)

+ Anche la 3" a ds spesso cade
NON e una misura fuzzy
Sono quindi facili da assegnare senza incorrere
in infrazioni di assiomi o proprieta
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SBMA, BEL E PL
bbb

« Le espressioni per bel e pl sono

bel(A)= > m(B) pl(A)=> m(B)= > m(B)
BcA BGCA BNAzJ )
piu pratica

=BcA

- Ne segue immediatamente bel( A) < pl(A)

« La completa ignoranza € espressa come
mU)=1 m(A)=0,VA=U
- Cioé  bel(A)=0,VA=U; pl(A)=1 VA=

gl gl g gl el gl mplhgled
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ESEMPIO

gl gl g gl il pheiphempleiphimplelel

Pari

Mult 3

Dispari

Si estrae un numero intero n,

a quale set appartiene?

bel (P) = m(P)

U ={P,M,D}

pl(P) = > pl(A), Ac{P,M,U,DUM,PUM]}

pI(P)

bel(P)

pi(M)

bel(M)

pl(V)

bel(U)

m(PvD)=1*

1

0

0

1

1

m(P)=1*

m(D)=1*

o

m(M)=1*

1
0
1

1
0
0

e N

[HEN

1
1
1

[HEN

i

*) le altre m(.) sono zero

W. . . . . ¥
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OSSERVAZIONI

« m(A) indica il grado di certezza che x € A ma non a suoi
sottoinsiemi

+ m(U) =1, mam(P) =0;
+ m(M) =1, non sappiamo se n sia pari o dispari:
m(P) = m(D) =0 e non 0.5 (non & probabilita)
« Sem(D) =1,
+ pl(P) = bel(P) =0, in quanto & impossibile che n € P.

+ pl(M) = 1in quanto n € M ¢ plausibile,
bel(M) = 0 perché non abbiamo prove specifiche

< |l bel e pl si ricavano dal BMA. Abbiamo perso
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COMBINARE MBA DA DUE SORGENTI

+ Regola ideata da Dempster e Shafer in ambito
probabllistico, generalizza il teorema di Bayes

+ Primo passo

vpe®, m(p) = m(q)=m,(r), {V[a,r]|p=qgnr|

2 =2 =power set di U (insieme delle proposizioni elementari)

< Se non ci fossero contraddizioni [M(J)=0], OK
« Altrimenti ci sono due strade:

+ originale di DS

+ approccio di Smets
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CONTRADDIZIONI

< DS: Deve essere m(J)=0 (probabilita!) quindi si riversa
la sua massa in modo proporzionale sulle varie ipotesi

+ Le masse combinate valgono:

m, (p) = 1_mr$]I(3é) , 0—>m, (D)

+ Smets: si lascia la contraddizione in evidenza (fuzzy!)

& assume il significato di contenitore delle
contraddizioni

« In entrambl I casi la regola risulta associativa e
commutativa (si presta per sistemi ad accumulo)

Rm3 - DIA - G. Ulivi 0



ESEMPIO

E%ﬂli

Foglio di lavoro di
Microsoft Excel

%

gl gl g gl el gl mplhgled
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DIFFERENZE TRA DS E SMETS

« 3 Ipotesi alternative non sovrapposte

m(a) m(b) m(c) m(J)
fonte 1 0.0 0.1 0.9
fonte 2 0.9 0.1 0.0
DS 0.0 1 0.0
Smets 0.0 0.01 0.0 0.99

+ La normalizzazione di DS e pericolosa in presenza di
forti contraddizioni
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CARATTERISTICHE
« Diversamente dalle probabilita, non e richiesto di fornire
evidenza su insiemi disgiunti

« L’'ignoranza (U) e le contraddizioni (&) sono ben
evidenti

« |l numero di combinazioni da considerare cresce
esponenzialmente, ma in alcuni casi si possono studiare
semplificazioni
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PROBABILITA

g ph gl gl phthfinpl gl gl gl mplegled:
Una misura Bel e una probabilita se e solo se

Bel(x)=m(x) e Bel(x) #0 se X non & un singleton
< In pratica:

+ non si puo assegnare indipendentemente un valore agli
Insieme unione

+ non si puo assegnare nulla all'insieme universale
(m(U)=1 sempre)

+ La somma sui singleton e sempre 1

+ non nasce mai contraddizione

+ Incertezza e ignoranza coincidono
Ipotesi piu restrittive => calcoli piu semplici, maggiore
possibilita di trovare risultati specifici
ke gl e plei gl mpheipleiph bk
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ARITMETICA FUZZY

« Gli iInsiemi fuzzy si prestano a rappresentare “circa 5”,
“un po’ maggiore di 3”, ecc.

+ Nasce la necessita di un aritmetica

« In genere si ottiene considerando gli a-cuts e famiglie di
Insiemi (triangolari, trapezoidali, ecc.)

« E’ il modo piu semplice per “fuzzificare” algoritmi gia noti
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FSEMPIO DI ARITMETICA

« Assumiamo “numeri fuzzy triangolari”

1 “ a={-3 -25, -1}
b={4,5, 6}
X c=za+b=

3 40 {1, 25,5}

« Per estendere le operazioni, si prendono o-cuts con lo
stesso o e si applica I'aritmetica normale agli intervalli

+ Moltiplicazione e divisione richiedono approssimazioni
(il risultato non e triangolare) e cautele a 0
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SISTEMI AD APPRENDIMENTO
+ Un gruppo di regole (TSK) e rappresentato come una

rete neurale e si applica la back-propagation (e I minimi
guadrati)

+ Utilizzato in molti campi: identificazione, predizione,
riconoscimento di patterns

 ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System)

X <.\@ e () 2wz
y <./ M@/ Ohns
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ANFIS
e

« L'apprendimento consiste nel determinare | parametri
A, B, w presentando una serie di coppie ingresso-uscita
e minimizzando la differenza tra uscite ottenute e di

riferimento
Problema: approssimare uno step

0 ————— .
| andamento errore coppie: t,y
04+
02k

DD 1DID QDID SDID 4EIIE| EDID 560 YDID BéD BDID 1000 : |

. canfranto aut i

risultato ' ' ' b /

g | L

! / - ol

D 1 710 v N - - - - R N

, approx con un polin. di 9° grado

K ] ] ] ] ]
0 10 20 a0 40 50 &0
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CLUSTERING
« Individuare i clusters (mazzetti) di casi e associare ogni
caso a un cluster e indispensabile per astrarre dal
mondo reale a quello dei simboli (diagnosi,
riconoscimento di immagini, ecc.)

« L’approccio fuzzy e particolarmente conveniente perché
consente di associare un caso a piu clusters ove
necessario

« Particolarmente efficace e I'algoritmo
“fc-mean”= fuzzy c-mean
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ESEMPIO
bbb b

In 2D si vede a occhio. Ma se fossero 5D?

Due gruppi di dati Dopo il clustering
) R N
* O
3 " 1 ar
* o
= oyt i** * 2 Y g
_;+;.
.*_
¥, I
1 ¥ 4 *;:h# # %H&f* 1 ++ ﬁ@ Q
-*-ﬁ_*_ _*_+ £ *_*_ ] +_'|1|'_,|'+ %
0 + % ﬁ**+ ~ ¥, + + f+++ + g
1 "1*%1 o4 1 ﬁ%i -
*-*-*:#_##P # ++++4+++ kS
2 % * ! + +
+ o, * + 4+
3 — -3 +
4 2 a 2 4 -4 2 0 2 4

Il colore rappresenta il grado di appartenza
Il simbolo e scelto in base al max grado di appartenenza
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