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Sommario

e espressioni regolari e grammatiche regolari
e proprieta decidibili dei linguaggi regolari

o teoremadi Myhill-Nerode

notazioni sul livello degli esercizi: (*) facile, (**) non difficile
(***) media complessita, (****) difficile, (*****) quasi impossibile
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Espressioni regolari e linguaggi regolari

teorema L e un linguagqgio reqolare < L e definibile con una
espressione regolare

 da una espressione regolare per L s ricavaun ASFND applicando
le proprietadi chiusuradei linguaggi regolari (dall’ ASFND s puo
poI ricavare una grammaticaregolare che general)

 da una grammatica regolare che genera L s ricava una espressione
regolare risolvendo un sistemadi equazioni lineari
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Da grammatica ad espressione regolare

Il sistema di equazioni lineari sl ricava dalla grammatica sostituendo ogni
Insieme di produzioni del tipo:
A —aB,|aB,|... |aB,[b|b,|...|b, a modo:

A=aB;+aB,+... +aB, +b +b,+ .. +b,

dal sistemadi equazioni lineari sl ricava una espressione regolare
applicando le due tecniche seguenti ripetutamente:

e sostituzione: st puo sostituire un simbolo non terminale con una
espressione equivalente (es. A =aB + b, B =cA = A =acA + b)
e eliminazione dellaricursione: sl puo sostituire I’ equazione
A=o,A+oA+.. +a A+ +P,+ ...+, conl equazione

A = (0(1+0c2+.... +Otn)* (B1+Bz+ o T Bm)
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Esercizi svolti: da grammatica a espressione regolare

Esercizio 1¢+*) ricavare una espressione regolare per il linguaggio
generato dalla seguente grammatica regolare:

S—> aA S—>bC
A — aA A — bC
C—-cC C—-d
Soluzione

s ricavail seguente sistema:
S=aA +bC

A =aA +DbC
C=cC+d
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Esercizi svolti: da grammatica a espressione regolare

s applicano le tecniche di sostituzione ed eliminazione della
ricursione:

S=aA +DbC S=aA +DbC S= aA + bc*d
A=aA+bC = A=aA+bC = A = aA + bc*d
C=cC+d C=c*d

S=zaA +bc*d = S=aa*bc*d+ bc*d
A = a*bc*d

dunqgue risulta: aa* bc*d + bc*d
che semplificata diventa: a* bc*d
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Esercizi svolti: da grammatica a espressione regolare

Esercizio 2¢+*) ricavare una espressione regolare per il linguaggio
generato dalla seguente grammatica regolare:

S— aX
X — bY|a
Y — bX

Soluzione

S=aX S=aX S
X=hY +a X =bbX + a X
Y = bX

= ax S = a(bb)*a
= (bb)*a
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Esercizi svolti: da grammatica a espressione regolare

Esercizio 3¢**) ricavare una espressione regolare per il linguaggio
generato dalla seguente grammatica regolare:

S— aX|a
X — bXlaY[e
Y — bYl|aX

Soluzione

S=aX +a S=aX +a S=aX +a
X =pbX +aY +¢ X=bX+aYy +¢ X =bX +ab*aX +¢
Y = bY + aX Y =b*aX
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Esercizi svolti: da grammatica a espressione regolare

S=zaX +a S=zaX +a S=albtab*a)* +a
X=bX +ab*aX +¢&¢ X =(b+ ab*a)*

che puo essere semplificata al modo: a(b+ab*a)*

Esercizio 4(+*+) ricavare una espressione regolare per il linguaggio
generato dalla seguente grammatica regolare:

S— bX
X — aX|bX]|aY|a
Y - bY|b
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Esercizi svolti: da grammatica a espressione regolare

Soluzione

S=DbX S=DbX

X=aX +bX +aY +a X=aX+bX+aY +a
Y =bY +b Y =b*b

S=DbX S=DbX

X=aX+bX +ab*b+a X = (atb)*(ab*b + @)
S=Db(atb)*(ab*b + a)

che s semplificaa modo: b(at+b)* ab*
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Esercizi dasvolgere: dagrammatica a espr. regolare

Esercizio 5¢***) ricavare una espressione regolare per il linguaggio
generato da ciascuna delle seguenti grammatiche regolari:

1) S — aaA

A — aA|bAlalb
2) S— aX

X — aX|bX]b

3) S—aB|aC
B—-bX|a

X — bB
C—o>cClc
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Proprieta decidibili de1 linguaggi regolari

teorema e possibile decidere se un linguaggio regolare L e vuoto,
finito o Infinito

o e sufficiente studiare un ASF A chericonosceL: seneil numero

di stati di A, alora
L evuoto se e solo se A non accetta alcuna stringa di lunghezza
minoredi n
L einfinito se e solo se A accetta qualche stringa di lunghezza
Ke [n, 2n)
e dtrimenti L efinito
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Proprieta decidibili de1 linguaggi regolari

Esercizio 6(+) dire sei linguaggi riconosciuti dai seguenti ASF sono
vuotli, finiti o infiniti
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Proprieta decidibili de1 linguaggi regolari

teorema dati due linguaggi regolari L, edL, e possibile decidere se:
‘Licl
‘L, =L,

Infatti:
eL,=L, &L,clL,edL,cL,

osservazione: L, =L, equivale anche adire che

(Linc(Ly)) v (l,ne(lly)) =9
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Proprieta decidibili de1 linguaggi regolari

Esercizio /(*+*) dimostrare formalmente che il linguaggio L,
riconosciuto dall’ ASF A, e contenuto nel linguaggio L, riconosciuto
dall’ASF A,
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Proprieta decidibili de1 linguaggi regolari

Soluzionedimostriamo che A = A, - A, e un automa che riconosce il

linguaggio vuoto

woh (ae
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Proprieta decidibili de1 linguaggi regolari

ASFc(A,)UA,

quindi, il complementare di questo ASF non avra stati finali, e dunque
riconoscerail linguaggio vuoto.
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Teroma di Myhill-Nerode

teorema siaL un linguaggio sull’ alfabeto > _; sia datala seguente
relazione di equivalenzasu > *:

XR Y & (Vze2* xzel & yzel)
R, haindicefinito < L eregolare

osservazioni:

e s ricordi chel’indicedi R, eil numero delle suaclass di
eguivalenza, cioe il numero di elementi dell’insieme quoziente
R />*

e il teromadi Myhill-Nerode fornisce una caratterizzazione del
linguaggi regolari, e puo quindi essere usato per provare siala
regolarita che lanon regolarita di un linguaggio
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

Esercizio 8(**) determinare tutte le class di equivalenza della
relazione R, per il linguaggio L = a*ba*.

Soluzione:

esistono tre distinte class di equivalenza:

o C,={am n=0} (nota: comprende anche €)
o C,={aba™ n,m= 0O}

e C;={we {ab}* : nonesisteztalechewz e L}

esercizio: mostrare qualche stringadi C,
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

0SServazione:

le classi di equivalenzadi R, rispetto ad un linguaggio regolare L
sono associabili agli stati di un opportuno ASF (minimo) che
riconosce L

esempio per L = a*ba*
a a ab

S

e C,e{amn=0} & q,
e C={aba™ nm=0} < q,
e C;={we {ab}* :nonesisteztalechewze L} < q,
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

Esercizio 9¢+**) determinare tutte le class di equivalenza della

relazione R, per il linguaggio L riconosciuto dal seguente ASF; qual’e
I’indicedi R, ?

(D
b
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

Soluzione consideriamo larelazione di equivalenza xR,y < 0(qy,x) =
0(qy.y); sappiamo che (vedi dimostrazione del teoremadi Myhill-Nerode)
e xR,y = xRy, quindi Ry, haindice maggiore o uguale aquello di
R, (leclass di R, sono ottenibili per unione di class di Ry,)

leclass di Ry, S ottengono facilmente dall’ ASF:

* C={e} ©qq

*C={a} < q

* C~{bb*} < q,

o C,={bb*a} < q,

e C.={b*abb*} < q, (notache C.=L)

e Ci,={we {ab}* :nonesisteztalechewze L} <> g,
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

* C={e} <> q

+ C={a} & q,

» C={bb*} > g,

« C,={bb*a} < q;

* C.={b*abb*} < q, (notache C.=L)

e Ci,={we {ab}* :nonesisteztalechewze L} <> g,

per ottenere le class di equivalenzadi R, s osservacheleclass C, e
C, devono essere unite, in quanto aR| (bb"a); inoltre risulta eR, (bb*),
quindi anche C, e C; debbono essere unite; le class di equivalenzadi
R, sono dunque le seguenti:
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

« C'={b*} &0, (unioned C, eC,)

« C ={b*a} & q, (unionedi C, e C,)

«C' ,={b*abb*} © g, (equivale a Cy)

e C',={we {ab}* :nonesisteztalechewze L} < q';
(equivalea Cy)

s puo in effetti costruire un ASF (minimo) con soli 4 stati che
riconosce L
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Esercizio svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

Esercizio 10¢***) determinare le classi di equivalenza dellarelazione
R, di Myhill-Nerode per il seguente linguaggio regolare:
L = a(bb + c)a*.

Soluzione
consideriamo un ASF che riconosce L
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Esercizio svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

le class di R,, sono:

* C={e} ©qq

*C~{a} «aq,

* Co={ab} < q,

» C,={abba*, aca*} <> q,

e C.={we {ab}* :nonesisteztalechewze L} < q,

d’ atro canto, e facile osservare che non e possibile unire nessuna di
queste class nellarelazione R, (I’ AFS hail minimo numero di stati);
quindi le class di R, coincidono con quelledi R,.
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Esercizio svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

Esercizio 11¢***) dimostrare, utilizzando il teoremadi Myhill-Nerode,
cheil linguaggio L = {a"b™ n> 0} non e regolare; quali sono le class
di equivalenzadellarelazione R, ?

Soluzione

e larelazione R, ha unaclasse di equivalenza{a} distinta per ogni
naturale k; infatti, comunque scelti k > h, risulta che la stringa abX
appartiene a linguaggio, mentre non vi appartiene la stringa a'bX,;
dunque, R, ha sicuramente un numero infinito di class di
equivalenza, e pertanto L non e regolare.

e tutte le class di equivalenzadi R, sono le seguenti:
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Esercizio svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

*{¢€}

o{ad} Vk>0

o {ab" Vk,h>0

{we {ab}* . nonessteztaechewz e L}

Esercizio 12¢++++) dato il linguaggio L = {ab™c™™ n,m=> 1},
determinare tutte le class di equivalenzadellarelazione R, .

Soluzione

osservazioni preliminare: le stringhe “aaabb”, “ aabbb”, “ abbbb”,
“aaaalb” appartengono tutte alla stessa classe di equivalenza;
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Esercizi svolti sul teoremadi Myhill-Nerode

piuin generae:
 per ogni k> 1 lestringhe dd tipo x = ab™: nm=> 1 ed n+m=k
appartengono alla stessa classe di equivalenza, infatti Xxze L <

z = bhckth(h > 0); quindi per ogni k> 1

B,={abm: nm=1edn+m=k} eunaclassed equivalenzadistinta;
e ragionando analogamente a sopra, per ogni k > 0 le stringhe ddl tipo
X =abmch: (n+m) - h= kedn,mh > 1, appartengono ala stessa
classe di equivalenza, infatti xze L < z =cX; quindi per ogni k>0
C.={abmc": (n+m) - h=kednmh=> 1} eunaclassedi
equivalenza distinta;

o |edtreclass di equivalenza sono:

A, ={a} per ogni k>0 (notare che A ={€}) elaclasse

D={we {ab,c}* :nonesisteztaechewze L}
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Esercizi da svolgere sul teorema di Myhill-Nerode

Esercizio 13¢***) dato il linguaggio L = ba* (bb)* &,
determinare tutte le class di equivalenzadellarelazione R, .

Esercizio 14¢++*) dimostrare, utilizzando il teoremadi Myhill-Nerode,
cheil linguaggio L = {a"b™c™ n,m> 0} non e regolare; determinare
Inoltre tutte le class di equivalenzadellarelazione R, .

Esercizio 15¢+++*) dato il linguaggio L = {ab™c™™ n,m=> O},
determinare tutte le classi di equivalenza dellarelazione R, .
(altenzione: in questo caso possono anche mancare delle a o delle b}

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 30



